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RESUMO

Neste trabalho, veremos que a ideia de conjunto € muito antiga, para alguns téao
antiga quanto a linguagem, mas 0os matematicos a usavam apenas de forma intuitiva
sem uma teoria geral, o primeiro a criar uma teoria geral e inovadora com a
colaboracédo de alguns resultados de outros mateméaticos foi Cantor, mas por sua
Teoria ndo estar embasada logicamente, j& que as ideias iniciais foram intuitivas a
partir de ideias geométricas, esta apresentou alguns paradoxos, que levou 0s
matematicos a criar uma nova teoria de conjuntos a partir de axiomas que sanassem
estas contradicdes.

Palavras-chave: Teoria dos conjuntos. Hipdtese do continuo. Paradoxos. Axioma da escolha.

1. Introducéo

A Teoria dos conjuntos, hoje esta subjacente em quase todos os ramos da
matematica, seja em andlise, em algebra ou geometria. Mas nem sempre as
coisas foram assim, cada um trabalhava com seu objeto de estudo, e durante
muito tempo 0s matematicos evitavam trabalhar com determinados conjuntos os
conjuntos infinitos, Cantor ao estudar certas funcfes trigonométricas, comecgou a
tralhar com certos conjuntos infinitos, seus primeiros resultados importantes o
levaram a uma dedicacdo sobre o tema, sendo o grande responsavel pela
primeira teoria geral sobre os conjuntos. Com o decorrer do tempo o0s
matematicos viram a necessidade de teoria dos conjuntos axiomatizada para que

paradoxos fossem evitados.
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2. Fase intuitiva sobre conjuntos

A ideia de conjunto é a muito tempo conhecida pelo homem, segundo Macedo
(2008, p.42) uma possivel primeira utilizacdo dessa ideia, remonta a 5000 anos, no
cetro real do rei Menés. Segundo Boyer (1974, p.8) tal cetro encontra-se em um
museu em Oxford, neste cetro hd o registro através de marcagbes de 120000
prisioneiros e de 1422000 cabras. Isso revela uma ideia ainda que informal de
conjunto. Para Dieudonné (1990, p. 147) “A ideia de reunir objetos da mesma
natureza numa colecao € sem davida tdo antiga como a linguagem”.

Os matematicos ao longo da histoéria tinham que usar e referir os conjuntos de
objetos que eles trabalhavam, assim como seus subconjuntos, usando varios
nomes: lugares geométricos, classes, subgrupos, multiplicidade, conjunto de
simbolos (DIEUDONNE, 1990, p. 147). Todavia ndo existia uma teoria de conjuntos
que pudesse ser usada nos mais variados ramos da matematica como temos hoje. E
por questbes e debates filosoficos referente ao infinito e, com medo de que isso
trouxesse controvérsias a matematica os matematicos de Euclides a Cauchy

evitavam em falar em conjuntos infinitos.

3. Desenvolvimento da Teoria de Cantor

A ideia que ha muito tempo fascina 0 homem e que esta intimamente relacionado
ao estudo de conjuntos, € a ideia de infinito, segundo Pimentel (2010, p.17) “ O
infinito ja era tratado pelo filésofo grego Zendo de Eléia em 450 a. C. Aristoteles, em
350 a.C.” Euclides enuncia que o “todo é maior que a parte’(DIEUDONNE, 1990, p.
147). Cantor ao estudar a ideia de infinito, prova que a afirmacéo de Euclides nem
sempre € verdadeira, iSSO 0 motiva a estudar mais o tema, sendo o principal
responsavel pelo desenvolvimento de uma teoria dos conjuntos, hoje conhecida
como teoria ingénua dos conjuntos. Cantor definiu conjunto como “Um agrupamento
num todo de objetos bem distintos da nossa intuicdo ou do nosso pensamento”
Dieudonné (1990, p. 235).
Para Pimentel (2010, p.18) o artigo de Cantor datado de 1874 é considerado
como o inicio da teoria dos conjuntos. Neste artigo Cantor mostra que 0s numeros
reais ndo sdo enumeraveis, ou seja, ndo had uma funcéo bijetora entre os naturais e

0S reais, mostra ainda que ha mais reais que naturais.
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Em 1878, Cantor demonstrou que é possivel uma bijecdo entre o
intervalo real [0,1], um subconjunto do espaco R, com a totalidade
dos pontos de R", sendo n finito. Mais precisamente, Cantor provou
gue é possivel estabelecer uma correspondéncia bijetiva entre
espacos de dimensdes r e p, sendo r# p e, com isto, demonstrou que
h&d a mesma quantidade de pontos tanto em R" quanto em RP, com
r£p. (GOMIDE, 2016, p. 340).

Ainda segundo Gomide (2016) Cantor ficou surpreso com tal resultado ao
ponto de dizer que “Eu vejo, mas n&o acredito”, para Dieudonné (1990, p. 232) esse
fato causou embaracgo entre os matematicos de sua época, pelo fato de as pessoas
estarem convencidas desde o0s gregos sobre as diferencas existentes entre objetos
matematicos de dimensdes distintas, alguns acharam gque a geometria foi destruida,
porém Dedekind conjecturou que este fato s6 é possivel com bijecBes descontinuas,
e que é impossivel encontrar uma bijecdo continua entre espacos com dimensodes
distintas, pelo fato da dimensédo de um espaco ser um invariante topolégico no caso
de bijecdo continua. Com a argumentacdo de Dedekind, Cantor percebeu que o
invariante que ha entre espacos de dimensdes distintos ndo é de carater topoldgico,
sendo 0 que se mantem entre espacos lineares distintos é a sua poténcia ou seu
namero cardinal.

A conjectura acima feita por Dedekind foi demostrada somente em 1911 por
L.E.J. Brouwer, com ideias novas introduzidas por Poincaré e pelo proprio Brouwer
Dieudonné(1990). Outra conjectura esta enunciada por Cantor em 1878, que gerou
muita discussao e, que continua a intrigar o pensamento humano, é a hipotese do
continuo. (HC) que diz que que todo conjunto infinito de numeros reais ou é
enumeravel ou tem a poténcia do continuo (KANAMORI, 1996, p.5). Ou seja, Cantor
enunciou que Se A esta contido em R, entdo sua cardinalidade ou é X, ou X; ,
sendo X;=2%, onde R, é a cardinalidade dos naturais e X, a cardinalidade dos
reais.

O que mais intriga tal enunciado (HC) é que até hoje ele ndo foi demostrado
nem refutado completamente, ainda que existam tentativas nesse sentido, mas que
nao sao aceitas pela maioria dos matematicos. A maior parte dos matematicos
aceitam o fato de tal conjectura ser independente dos outros axiomas de ZFC, tal
fato foi consolidado por Paul Joseph Cohen (1934-2007) em 1963 (KANAMORI,
2008). Na realidade Cantor mostrou em 1884 apenas que qualquer conjunto fechado

de Reais tem a cardinalidade de continuo, este resultado decorre de seu estudo
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sobre conjuntos perfeitos, os quais foram definidos por ele, um conjunto perfeito é

Fevspectivas ¢ Desafios

um subconjunto de R, ndo vazio, fechado e sem pontos isolados (KANAMORI, 1996)
A experiéncia conceptual de Freiling, € uma argumentacdo interessante que
usa ideias probabilisticas para negar a hipotese do continuo (HC), para o leitor
interessado podera encontrar mais detalhes em Oliveira (2017). O que mais me
intrigou é que, apesar de muitos ndo aceitarem suas ideias, ha relato de matematico
Importante que apoia seus argumentos como podemos ver em Oliveira (2017, p.15)

Mas no caso de Freiling a ousadia ultrapassa o que é subscrito pela
maioria dos mateméticos profissionais, na medida em que inclui
experiéncias mentais envolvendo resultados probabilisticos como um
método legitimo de justificar proposicbes matematicas. Freiling tem,
todavia, alguns defensores entusiastas, como David Mumford
(Medalha Fields em 1974), que atribui grande importancia ao
trabalho de Freiling, pois vé neste uma contribuicAo para a
remodelacédo da teoria dos conjuntos como uma ‘teoria estocastica
dos conjuntos’, como costuma dizer.

Segundo Kanamori (1996) Felix Haustor em 1908 publicou o artigo intitulado
“Grundz’uge einer Theorie der geordneten Mengen’ (Fundamentos dos Conjuntos
Ordenados), onde ele faz um estudo detalhado dos ndameros transfinitos e neste
artigo é enunciado a Hipotese Generalizada continuo (HGC) “Se X for um conjunto
infinito e Y for o conjunto de todos os subconjuntos de X, entdo cada subconjunto Z
de Y, ou tem a poténcia de Y, ou tem poténcia de um subconjunto de X.”

A Teoria de Cantor por ser inovadora, sofreu ataques de matematicos
importantes como Kronecker, e o fato de ndo conseguir demonstrar a sua hipétese
do continuo o levou a ter uma crise nervosa, o que lhe afastou por um tempo de
seus estudos, mas ele continuou insistindo com o apoio principalmente de Dedekind,
apoio este tanto pessoal quanto cientifico. Outro matematico que se rendeu a
genialidade de Cantor foi Hilbert que em um congresso internacional na Franca em
1900 ao proferir uma palestra, apresenta 23 problemas em aberto para o
desenvolvimento da matematica entre eles a (HC) de Cantor (OLIVEIRA, 2017).

4. Paradoxos

Para Gomide (2016) a teoria de cantor apresentou alguns paradoxos de
cunho logico por suas ideias iniciais terem sido tomadas da geometria, ndo tendo
assim um formalismo légico fundamentado.

Desta forma, pode-se dizer que a teoria dos conjuntos, em seus
fundamentos, foi elaborada a partir de uma abordagem anal6gico
geomeétrica, e nao légica: os conjuntos sao vistos como semelhantes
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a porcdes do espaco linear, isto €, sdo como intervalos abertos ou
fechados de um espaco de n-dimensdes, mas ndo como extensdes
de conceito. (GOMIDE, 2016, p. 341)

Segundo Pimentel (2010, p.18) Burali Forti descobriu um paradoxo (uma
contradicdo) ao se considerar o conjunto formado por todos os ordinais. E Cantor
em 1899 encontrou um paradoxo envolvendo o conjunto de todos os cardinais. Uma
variante destes paradoxos encontrado em Dieudonné (1990, p. 237) é o seguinte:
tomando a propriedade P (ser um objeto matematico). Existe um conjunto A,
formado por todos os objetos matematicos; ha o caso particular em que A um
elemento de si préprio. Por outro lado cada parte U , de A € um objeto matematico,
assim um elemento de A; o conjunto P(A) de todas as partes de 4, € uma parte de
A; 0 que contraria 0 teorema de cantor que garante que ndo ha bijecao de P(4)
sobre uma parte de A, ou seja, 0 conjunto de todos os objetos mateméaticos nao
contém todos esses objetos.

Outro paradoxo que levou 0s matematicos a pensarem em uma outra maneira
de definir a teoria dos conjuntos, foi o bem conhecido entre matematicos, Paradoxo
de Russel. Consiste no conjunto que possui a propriedade “se x é elemento de A4,
entdo x ndo é elemento de A”. Essa propriedade gera uma contradi¢do, ja que um
elemento estd em 4, e ndo esta simultaneamente. Uma vertente desse paradoxo € o
paradoxo do Barbeiro, que diz que em uma certa cidade, mora um barbeiro, que
barbeia somente os moradores daquela cidade, que nédo se barbeiam. Se supormos
que ele se barbeia, entdo ele ndo se barbeia, jA que ele barbeia apenas os
moradores que nao se barbeiam, por outro lado se ele ndo se barbeia, entdo se
barbeia, uma vez que ele barbeia os moradores que nao se barbeiam, sendo ele um

morador da cidade podemos concluir tal fato.

5. Os axiomas de Zermelo

Os paradoxos que citamos, levaram os matematicos e fildsofos a pensarem
em uma maneira diferente de introduzir a teoria dos conjuntos. O primeiro a ter éxito
neste desafio, foi Zermelo em 1908. S0 0s axiomas que exporemos abaixo que,
segundo Gonzalez (1991) que formam teoria axiomatica de Zermelo e suas

variantes:
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Axioma de Extensionalidade: Dois conjuntos sdo iguais se, e somente se, eles

Fevspectivas ¢ Desafios

possuem 0S mesmos elementos.
(EX)VxVyVz ((z Ex © zE€Ey)=>x=7Y)
Em linguagem usual temos: para todo conjunto X, y e z, se z pertence a x, se

e somente z pertence a 'y, entdo x é igual a y.

Axioma de Pares: Para todos conjuntos x e y existe um conjunto cujos elementos
saox ey.
(Pa) VxVydzvu (u € z & (u = x V u = y))

Em linguagem usual temos: para todos conjuntos X,y e u, existe um conjunto

z, tal que u pertence a z se, e somente se, u é igualaxou u éigual ay.

Axioma de Unido: Para todo conjunto x, existe o conjunto de todos os conjuntos que
pertencem a algum elemento de x.
(Un) vx3yvYu ((u € y) © 3h(u € h A h € x))

Em linguagem usual temos: para todo x e u, existe y, tal que u pertence ay se, e
somente se, existe h tal que, u pertence a h e h pertence a x.

Denotamos a unido de um conjunto x por U x

Axioma do Conjunto Poténcia:

(Po)Vx3yVvu (u e y © u<x)
Em linguagem materna temos: que para todo conjunto x e u existe um

conjunto y tal que, u pertence a y se, e somente se, u esta contido em x.

Axioma de Infinito:

(IN) Ix(FAy(y ExAVzz & y)AVz(z€x = (z U{z}) € x)
Em linguagem materna temos: existe x e y tal que para todo z, y pertence a x
e z ndo pertence a y; e para todo z pertencente a x, entdo z unido com {z} pertence

a X.

Esquema de axiomas de Separacdo: Para cada férmula ¢ em que y ndo ocorre livre
a seguinte formula é um axioma:
(Se)vVxayvz(zey & z€x Ap(z)),ondey é definido {z€ x: ¢ (2)}.

Observe que ndo podemos ter y como variavel livre em ¢ pois usamos tal

variavel para definir o conjunto {z € x : ¢ (z)}. Para considerarmos y na definicdo do
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axioma e livre em ¢ , basta considerar ¢ como a formula z ¢ y. Aplicando tal
férmula no axioma da separacdo temos:
Vx3yvVz(z€Ey © ZzEXANZEY)
Tomando como caso particular z= @ e y = {§} tem-se que z € y verdadeiro
e, assim teriamos que (z € y) © (z ¢ y), 0 que é uma contradicao.
Estes sdo os axiomas da teoria de Zermelo (Z7). A teoria de Zermelo com

escolha (ZC™) é acrescentado o axioma abaixo:

Axioma da Escolha

(AC) vx(VyvVz(yezANzeEx Ny#z ANJhhey=>-3FJh(hEyYyANhEZ))=>
= JdeVz(z€x=>3'h(h€z AN h€E€e)

Em linguagem natural temos: para todo X, y e z; y pertence a z e z
pertencente a x e y diferente de z e existe h pertencente a y, entdo néo existe h
pertencente a y e z. Entao existe e tal que para todo x pertencente a x, entao existe
um unico h pertencente a z e e.

Este axioma apenas ressalta a existéncia de um conjunto h satisfazendo as
condi¢bes acima, mas ndo exibe uma maneira de achar tal conjunto estd € uma
critica que atualmente ndo se anda tdo em voga porque para Sanchis (2017, p. 2)
“De certa forma podemos dizer que essa discussdo permanece até os dias de hoje,
mas, a bem da verdade, a grande maioria dos matematicos atuais ndo se preocupa
com os fundamentos légicos da propria matematica”.

Para Coniglio (2016, p. 49)“O carater altamente néo construtivo deste axioma
foi alvo de criticas por parte das escolas matematicas construtivistas.” Mas por ser
um axioma de onde se obtém muitos resultados importantes ele € de fundamental
importancia para a matematica atual, Coniglio (2016) cita alguns destes resultados,
como o Teorema de Hahn-Banach de suma importancia para a analise funcional,
Teorema de Ideias primos para Algebras de Boole, Teorema de Tychonoff,
existéncia bases para espacos vetoriais, principio da boa ordenacéo e lema de Zorn.

Por outro lado Banach TarsKi de 1924 por meio do axioma da escolha,
declarou haver uma maneira de particionar uma bola no espago tridimensional
euclidiano em um numero de partes finita e reorganizar estas partes através de

movimentos rigidos de forma a obter duas bolas idénticas a inicial. Segundo
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Kanamori (1996) Em 1963 Paul Cohen (1934-2007) mostrou que o axioma da
escolha e a hipétese do continuo ndo podem ser refutadas nem demonstradas a

partir dos axioma de ZF. A origem do axioma da escolha ainda € fonte de
investigacdes entre os estudiosos dos fundamentos da matematica (PIMENTEL, 2010,
p. 20).

Os axiomas expostos até o momento com excecao do da escolha, forma a
teoria de Zermelo (Z7). tal teoria, acrescida do teorema das fundacdes € a teoria de
Zermelo bem fundada (Z) (Gonzélez,1991). Segue abaixo o axioma de fundacdes.

Axioma de Fundacoes:

(FO Vx(x#0 =>3y(yex A\ynx=0)
Em linguagem materna temos: para todo conjunto x ndo vazio, entdo existe
um conjunto y que pertence a x e sendo disjunto com x. Este axioma aparece em um

trabalho de Zermelo em 1930

Axioma da substituicdo: vz 3y VX (Xey — Iw (Wez A @(w) = X))

teoria de Zermelo bem fundada (Z) mais o axioma da substituicdo forma a
teoria de teoria de Zermelo Fraenkel (ZF), estd acrescida do axioma da escolha,
forma a teoria de Zermelo Fraenkel com escolha (ZFC), por fim (ZF~), (ZFC™), sé@o

as teorias correspondentes sem o axioma das fundacées (GONZALEZ,1991).

6. A enumerabilidade dos reais

Apesar dos paradoxos na teoria de Cantor, ndo podemos tirar 0 mérito de
Cantor pois ele foi o primeiro a verificar que existem diferentes tipos de infinitos,
vamos expor um resultado importante obtido por ele, a inumerabilidade dos reais, o
que exporemos aqui € apenas uma releitura de textos mais atuais, mas a ideia
central ainda é a da diagonalizacéo criada por ele.

ja era sabido que existe um subconjunto A de N no qual pode ser definido
uma funcgdo bijetora f, entre esses dois conjuntos e, isso esta de acordo com a
definicdo de conjunto infinito dada por Dedekind. Que diz que um conjunto € infinito
se estd em relagdo biunivoca com a sua parte propria (PIMENTEL, 2010 p. 22).
Essa correspondéncia pode ser obtida mostrando que a funcéo f:N — A , dada por

f(n) = 2n é bijetora, onde A é o conjunto dos naturais pares, Segundo Eves (2011,
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p. 662) Galileu Galilei percebeu a correspondéncia biunivoca entre os conjunto A e N

Fevspectivas ¢ Desafios

no final do século XVI.

No caso de um conjunto finito X, ndo podemos encontrar uma parte propria
dele tal que, a parte propria tenha correspondéncia biunivoca. Cantor retomou a
discusséo de que o todo, nem sempre € maior que uma de suas partes como muitos
pensavam na época, uma vez que o estudo de Galileu Galilei, ficou conhecido como
um paradoxo, vale ressaltar que Bolzano também obteve resultados parecidos, pois
mostrou que existe uma funcéo bijetora entre os intervalos [0,1] e [0,2].

Da mesma forma podemos, fazer a correspondéncia dos naturais com 0s
nameros impares usando a fungdo g de N em B (Naturais impares) tal que g(n) =
2n — 1.Se continuarmos com tal raciocinio Temos que a funcédo h de N em Z definida
por h(n) = (1+n)/2 se nimpar e h(n) = —n/2 se n for par, tal funcdo é bijetora, o
gue pode ser verificado sem muita dificuldade.

Assim fica claro que N e osZ, tem a mesma cardinalidade, e os Q? para tal
usaremos o exemplo retirado de Pimentel (2010), considere a  seguinte matriz
infinita, na qual na primeira linha contém todas as fracées positivas de denominador

1, na segunda as denominador 2 com a excecao de 1/2, ..., na enésima todas as de

denominador n, com a excec¢do de 1/n, sendo que a;; = i ou a;; = % se, j diferente

de 1l
1 2 _, 3 4 _, 5
l 7 V4 7 V4
2 2 3 4 5
2 2 2 2
4 Va 4
3 2 3 4 5
3 3 3 3
l 2 4
4 2 3 4 5
4 4 4
4
5 2 3 4 5
5 5 5 5
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Vamos agrupar todos 0os nimeros racionais positivos em conjuntos em que

i +j = n, observe que cada diagonal acima tem um n distinto. Unindo todos esses

) )

conjuntos, obtemos o seguinte conjunto: {1, 2, 2, 3, % 3, 4, g % 4, 5,

N |

,5,...}. Vamos retirar os numeros repetidos desse conjunto, obtendo {1, 2, 3, 4,

)

wWIN wWwlw

N|jw N

2 . . . . .
, 5, Z""}' Como existem numeros racionais negativos colocamos ao lado de cada

namero o seu oposto obtendo:

1,-1,2,-2,3,-3,4 42 23 35 52 2
{’ )~ | B ] L ] F3) 3F2I 2I ) I4F 4""}

E em seguida colocamos esse conjunto em relagéo biunivoca com o conjunto

dos naturais

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
! l l l l l l l l l l l
1 -1 2 -2 3 -3 4 -4 2 2 3 3

3 3 2 2

Assim fica claro que a cardinalidade dos racionais é a mesma dos naturais.

Ainda em Pimentel (2010) encontramos uma constru¢cao para mostrar que a
cardinalidade dos reais é maior do que as dos naturais. Considere o intervalo, S =
[0,1] dos reais, e considere o numero r; pertencente a S e, consideremos o conjunto
de todos os r;, tal que i € natural, jA que cada real tem uma representacao decimal

representaremos este conjunto infinito de nimeros reais através da tabela abaixo.

rn = 0, x11 x5 X3
r, = 0, xp1 Xz Xp3
3 = 0, x3; X3 X33

Onde x;; pertence ao conjunto A= {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, observe que este
conjunto tem a cardinalidade dos naturais, consideremos agora o0 seguinte nimero
a = 0, af a, as

Este nUmero tem a seguinte propriedade: x;; # a; X, # a3, X33 # A3 € X;; * ;.
Portanto este niumero a néo figura entre todos os anteriores, assim a cardinalidade

dos reais é maior do que a dos naturais, Essa foi uma das inovac¢des de Cantor.
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7. ConsideracOes Finais

Podemos observar que a teoria dos conjuntos a qual a maior parte da
matematica estd fundamenta apresenta possiveis problemas, talvez eles sejam
verdadeiros problemas, pode ser que ndo estamos percebendo as anomalias como
Thomas kuhn afirma e , para passarmos a um outro paradigma € necessario surgir
varias anomalias que ndo possamos justificar de nenhuma maneira, mas o ponto
que levanto, ao relatarmos estas historias aos nossos alunos ainda que de maneira
superficial, uma coisa eles devem perceber, que a matematica, ndo € tdo absoluta
assim, ndo existe apenas uma forma de atacar um problema e, o que foi verdade em
um determinado periodo, em outro ja néo é.

Ao ensinar uma matemética imutavel, estamos contribuindo para ter um aluno
gue pense de verdade? ou estamos formando um mero decorador, de formulas,
teoremas, algoritmos, ndo estou dizendo que a matematica atual tenha erros, mas
também nao direi que eles ndo existam, possiveis erros estdo ai pairando no ar, mas
isso é importante, se estes problemas e outros problemas ndo existissem, o que

seria do pesquisador
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