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Resumo: O presente trabalho aborda aplicagoes de Minimos Quadrados Lineares para
motivar o aprendizado da disciplina de Calculo Numérico. Aproximagdo de curvas de
propagagdo em ambientes indoor e outdoor sdao algumas das aplicagoes possiveis desta
técnica para as telecomunicagoes. O foco do trabalho, é a aplica¢do da técnica em
problemas reais, para instigar a curiosidade do aluno e deixa-lo apto para resolver os
mais variados problemas de forma rapida e com valores otimos. Serd descrito o uso da
técnica e estudos de casos para modelagem de canal de radiopropaga¢do para
consolidar o uso da mesma.

Palavras-chave: Metodologia de ensino em engenharia, Minimos quadrados lineares,
Otimizag¢do, Radiopropagagao.

1. INTRODUCAO

Ao resolver um problema matematico numericamente, o mais comum ¢ a utilizagdo
de um pacote computacional. Contudo uma série de decisdes precisardo ser tomadas antes
de resolver esse problema. E para tomar essas decisdes, € necessario ter o conhecimento
de métodos numéricos. A escolha de um método dependera do problema a ser estudado,
afim de obter a solu¢do 6tima do mesmo. As vantagens que cada método oferece e suas
limitagdes sao avaliadas através da aproximacgao da fun¢do objetivo. Todas essas decisoes
sdo abordadas e estudadas na disciplina de Célculo Numérico (BARROSO et al., 1987).

Um dos objetivos da disciplina de calculo numérico ¢ analisar a influéncia dos erros
introduzidos nas aproximacdes construtivas de problemas matemadticos, algébricos e
diferenciais e a implementagdo computacional eficiente dos respectivos métodos de
aproximacao (RUGGIERO & LOPES, 1997). Um desses métodos de aproximagao, € o
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de Minimos Quadrados Lineares (MQL), que ¢ utilizado na aproximagdo de curvas
através da resolugdo numérica de sistemas de equagdes lineares algébricas.

Afim de motivar o aprendizado do aluno na disciplina de Calculo Numérico, este
trabalho objetiva propor o uso da técnica de MQL como uma forma de otimizar e estimar
parametros em modelos de radiopropagacdo, mostrando o uso da mesma em estudos de
caso para ajuste de modelos de radiopropagacao em ambientes indoors e outdoors.

A disciplina de Calculo Numérico serd brevemente abordada na Secdo 2; a Se¢do 3
mostrara o uso de MQL como motivagdo de aprendizagem; A Secdo 4 apresentara a
técnica de MQL; estudos de caso aplicados a técnica serdo abordados na Secdo 5 e a
Sec¢do 6 conclui este trabalho.

2. A DISCIPLINA DE CALCULO NUMERICO

A disciplina ¢ introdutéria, no sentido amplo ¢ moderno de andlise numérica e
computagdo cientifica, com base em matematica (Ruggiero & Lopes, 1997). Introduzindo
os fundamentos dos métodos numéricos basicos utilizados na solugdo de problemas
matematicos, algébrico e diferenciais, de carater linear ou ndo linear, que aparecem de
forma comum nas engenharias e ciéncias puras e aplicadas (HUMES et al., 1984).

O calculo numérico corresponde a um conjunto de ferramentas ou métodos usados
para se obter a solu¢cdo de problemas matematicos de forma aproximada. Métodos esses
que se aplicam principalmente a problemas que nido apresentam uma solugdo exata e
assim, precisam ser resolvidos numericamente (BARROSO et al., 1987).

2.1. A Ementa

A ementa da disciplina foca em apresentar os diversos métodos numéricos utilizados
na solucdo de problemas matematicos que aparecem comumente nas engenharias e
ciéncias aplicadas, promovendo a utilizacdo de pacotes computacionais, analisando a
influéncia de erros e implementagao computacional destes métodos.

Dentre esses métodos cita-se os algoritmos para resolu¢des de problemas numéricos
com estudo de erros, os zeros de fungdes, sistemas de equagdes lineares e suas resolugdes,
interpolagdo, integracao numérica, tratamento numérico de equagdes diferenciais e ajuste
de curvas onde ¢ estudada a técnica de MQL como uma forma de aproximagdo e
estimativa de parametros.

2.2. Objetivo da disciplina

Os principais objetivos sdo a apresentacao dos diversos métodos numéricos para a
resolucdo de diversos problemas matemdticos mostrando a esséncia de um método
numérico, a diferenca em relacao as solugdes analiticas, as situacdes onde devem ser
aplicados, as vantagens de utilizacdo de um desses métodos e as limitagdes na aplicagao
dos mesmos tomando assim a confiabilidade da solugdo obtida através deles.

2.3. Habilidades adquiridas ao término da disciplina
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Ao término da disciplina a aluno estara familiarizado com a andlise matematica de
modelos, mostrando o seu lado pratico e a utilidade do mesmo no dia-a-dia do engenheiro.
Revendo conceitos j& vistos, exercitando e utilizando-os de maneira pratica e com o
auxilio de ferramentas aprendidas por ele. Estard apto a desenvolver e utilizar métodos
numéricos, mostrando como calcular esses métodos em computadores ou calculadoras.

Ao se deparar com um problema cuja solu¢do dependa de um método numérico que
ndo foi visto na disciplina, o aluno podera solucioné-lo a partir de outros métodos vistos.
E sera capaz de encontrar a literatura pertinente, estudar o método e aprender a utilizagao
de maneira conceitual e pratica por conta propria.

3. USO DE MQL PARA MOTIVAR A APRENDIZAGEM

Nesta secdo ¢ apresentado o uso da técnica aplicada a resolucdo de problemas reais,
afim de motivar a aprendizagem do aluno na disciplina de calculo numérico.

Esta técnica € classica, introdutdria, de facil compreensdo e serve como um estimulo
ao aluno a aprendé-la para aplica-la em problemas reais. E os usos dela em modelos de
radiopropagacdo sdo mostrados na Segao 5.

Por ser uma técnica introdutdria ela pode ser aplicada em diversas areas para dedugao
de uma relagdo matemadtica entre as varidveis que estdo sendo medidas e os dados
experimentais, como por exemplo, em (MOTULSKY & CHRISTOPOULOQOS, 2003) que
utilizou a técnica para analisar dados bioldgicos. Ou na éarea de redes em (LOPES, 2008)
onde através da técnica foi feito um algoritmo distribuido, cooperativo e capaz de
responder em tempo real as mudangas no ambiente de rede.

4. MOQL PARA OTIMIZACAO DE MODELOS

Segundo (Garnés et. al., 1997), este método tem se transformado no principal método
de ajuste de observacdes, desde a sua aplicagao pioneira ¢ de maneira independente por
Gauss (1809) e Legendre (1806). A ideia central ¢ reduzir ao méximo a soma dos
quadrados das diferengas entre os valores reais e os valores estimados, obtendo assim o
melhor ajuste para a fungao de aproximacgao, ou seja, a estimagdo 6tima. A minimizagao
dos quadrados dos residuos, também conhecidos como fungdo objetivo. A fungdo
objetivo ¢ representada pela Equacdo (1). Onde L; representa os valores reais e Y; os
valores estimados.

fob] Zz 1(L - Y)Z (1)

O ajuste de parametros pela solucdo de MQL pode ser realizado pela utilizagao de
derivadas parciais ou através da utilizacdo de notagdes matriciais.

4.1. A Forma de Derivadas Parciais

Buscando a minimizagdo da fun¢do objetivo pode-se tomar como exemplo o
polindmio representado pela Equagao (2).
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Y=a+pX+ ¢ 2)

A ideia basica para a fung¢ao citada na Equagdo (2) ¢ estimar valores de determinada
variavel Y, considerando assim os valores de outra variavel X. Onde a ¢ um pardmetro
do modelo chamado de constante pois ndo depende de x, f ¢ um parametro do modelo
chamado de coeficiente da varidvel x e € representa a variacao de Y que nao ¢ explicada
pelo modelo, que também pode ser chamada de erro.

De posse de uma base de dados com N valores observados de Y e x, pode-se perceber
que essas variaveis sao vetores, ou seja, representam uma lista de valores, um para cada
observagao da base de dados.

A técnica minimiza a soma dos quadrados dos residuos, e substituindo (2) em (1)
obtemos a Equacao (3).

S(a, B) = TiL,(Y; — a — BX;)? A3)

A minimizagdo se da ao derivar parcialmente S(a, ) em relagdo a « e B utilizando
a regra da cadeia e entdo, igualando a zero. Os processos de calculo serdo mostrados nas
Equagoes (4) - (8).

65 as 65

a ~ox " da @)
=23L,(Y — a— BX) )
Z—Z =-1 6)

%= 23N (- a— BX) =0 1)
———22 =1 Xi(i—a— BX) =0 @®)

Apos distribuicao e divisao de (7) por 2n obtém-se as Equacdes (9) - (12).

_oyN vy, N N .
221=1YL + 221:1“ + 2Zl=1ﬁX’- — i (9)
2n 2n 2n 2n
Zl 1Y + Zliila + ﬁzliilxi =0 (10)
n n n
— YV +a+px=0 (11)
a=y— Px (12)

Onde y ¢ a média amostral de Y e X a média amostral de X. E substituindo (12) em
(8), resulta nas Equagdes (13) - (16).

—23L X (i -y +px—pX) =0 (13)
TLAX Y - Y+ XiB(X - X)]=0 (14)
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XY= )+ B I X(F - X) =0 (15)
_ ZLXii—y)
p= T, Xi(® - X)) (16)
Encontrando assim os valores de a e 3.

4.2. A Forma Matricial

Outra forma de representar a solugdo por minimos quadrados ¢ a utilizagao de
notagdes matriciais. Esta forma de solucdo ¢ a mais utilizada para estimar parametros de
modelos de radiopropagagdo por ser de facil implementagdo em softwares
computacionais de simulagdo e desenvolvimento, como por exemplo, 0 MATLAB®O.

Tomando como exemplo o polindmio mostrado anteriormente em (2), sdo definidas
as matrizes que compdem o sistema de equagdes normais mostradas em (17).

Ly
: ] (17)

Resolvendo (17) a solugdo formal por minimos quadrados ¢ formulada através da
Equagao (18).

1 X

1 X,

x = (ATA)" 1 A"B (18)

O vetor x representa a solugdao encontrada para a e 5.

5. ESTUDO DE CASO - MODELAGEM DE CANAL DE
RADIOPROPAGACAO

Nesta secdo serdo abordados estudos de caso onde o uso da técnica na sua formal
matricial, possibilitou encontrar valores e ajustar modelos de propagacdo indoor e
outdoor.

5.1. Otimizac¢do de coeficiente de perda de propagacio com a distincia para
modelos na faixa de 10 GHz.

Em (LOPES et al., 2017) a técnica de minimos quadrados na forma de céalculo matricial
foi utilizada para encontrar o valor 6timo de (N) para os modelos ITU-R P.1238-8,
Keenan e Motley e Batalha para a faixa de 10 GHz.

A Figura 1 apresenta a comparacdo do comportamento dos modelos originais com os
modelos acrescidos do novo valor de N encontrados com a técnica.
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5.2. Otimiza¢do de parametros de indices de frequéncia e distincia para
modelos de radiopropagaciao outdoor na faixa de 5,8 GHz.

Em (CASTRO et al., 2010) a técnica de minimos quadrados foi utilizada para estimar
valores de indices de frequéncia e distancia nas equacdes dos modelos COST231-Hata e
SUI para faixas de 5,8 GHz em cidades da regido amazonica. E de posse dos valores
desses indices foi possivel comparar o desempenho dos dois modelos. O comportamento
da média dos pontos medidos e o ajuste obtido através da técnica ¢ mostrada na Figura 2.

Figura 2 - Curva de Ajuste dos dados coletados nas 12 cidades em estudo.
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5.3. Otimizacao de coeficiente de perda de qualidade de video em PSNR ao
atravessar paredes e ajuste ao modelo ITU-R P.1238-7 para a faixa de 2,4
GHz.

Objetivo de (BATALHA et al., 2015) ¢ predizer a perda de qualidade de video em
PSNR (Peak Signal-to-Noise Ratio) relacionado ao niimero de paredes atravessadas,
distancia e poténcia recebida em transmissdo de um stream de video através de uma rede
WLAN. Para predizer esta perda sao propostos dois modelos, um para o padrao IEEE
802.11n e o outro para o padrao IEEE 802.11g e também um ajuste ao modelo ITU-R
P.1238-7 onde a contribui¢ao seria um novo fator a equagdo que indicaria a perda de
poténcia do sinal ao atravessar paredes. Tanto a perda de qualidade de video levando em
conta a PSNR quanto o ajuste ao modelo ITU-R P.1238-7 foram modeladas através da
técnica de MQL. A comparacdo entre os modelos classicos e os modelos ajustados ¢
mostrada na Figura 3.
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Figura 3 - Comparac¢do entre modelos empiricos € modelo ajustado.
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5.4. Otimizagao de coeficiente de extrapolacio e perda de poténcia modelo na
faixa de 10 GHz.

Em (MATOS et al., 2016) foi estudado o comportamento do sinal na faixa de
frequéncia de 10 GHz e analisado através de estimativas e aproximagoes logaritmicas de
dados na faixa de 2,4 GHz e 5,8 GHz, propondo um modelo de extrapolagao para a faixa
de 10 GHz. A técnica de minimos quadrados foi aplicada para estimar as aproximagdes
logaritmicas nas faixas de frequéncia de 2,4 GHz e 5,8 GHz. E assim estimar os valores
de coeficientes de extrapolagdo e perda de poténcia para a faixa de frequéncia de 10 GHz.

Os valores extrapolados para perda de poténcia no cenario estudado e a tendéncia
logaritmica dos dados medidos para a faixa de 10 GHz sdo mostrados na Figura 4.
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Figura 4 - Aproximacdo da poténcia recebida para frequéncia de 10 GHz.
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6. CONCLUSOES

Na disciplina de Calculo Numérico sao estudados métodos numéricos utilizados na
solucao de problemas, analisando a influéncia de erros e implementagdo computacional
destes métodos. Este artigo apresentou estudos de caso onde ¢ possivel ratificar que a
técnica em estudo € eficiente na predicao ou aproximagao de valores para ajustar modelos
e/ou outros sistemas matematicos. Levando em consideragdo também, que a mesma pode
ser utilizada para os mais diversos campos de estudo.

Esta técnica pode ser implementada em ferramentas de simulacdo e desenvolvimento
de aplicacdes de forma estruturada, como por exemplo, 0 MATLAB®©. Levando pouco
tempo de processamento e possibilitando visualmente acompanhar o comportamento dos
dados e assim modela-los e estrutura-los.

Futuramente, espera-se discutir outras aplicagdes em telecomunicagdes para outras
técnicas computacionais incluindo técnicas tradicionais e bioinspiradas como motivagao
para o ensino de engenharia.
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A MULTIDISCIPLINARY PROPOSAL FOR NUMERICAL
CALCULATION: OPTIMIZATION OF PARAMETERS OF
RADIOOPROPAGATION MODELS

Abstract: The present work deals with applications of Ordinary Least Squares to motivate
the learning of the discipline of Numerical Calculus. Approximation of propagation
curves in indoor and outdoor environments are some of the possible applications of this
technique for telecommunications. The focus of the work is the application of the
technique in real problems, to instigate the curiosity of the student and leave him able to
solve the most varied problems quickly and with optimal values. It will be described the
use of the technique and case studies to model the radiopropagation channel to
consolidate its use.

Key-words: Engineering teaching methodology, Ordinary Least Squares, Optimization,
Radiopropagation.
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